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Abstract

Presentamos una vision global, sintética y actualizada de las aportaciones realizadas por
la teoria antropoldgica de lo didactico al problema de la ensefianza del algebra elemental.
Partimos de los primeros resultados obtenidos entre 1980 y 1990 por Yves Chevallard
que marcaron la linea de investigacion en torno al algebra elemental en el enfoque
antropolégico. Construimos un modelo epistemoldgico de referencia del algebra
elemental que permite reinterpretar su papel en la matematica escolar actual y estudiar su
ecologia, esto es, las restricciones que explican en parte dicha situacion y las condiciones
que permitirian modificarla en una direccion determinada.
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a mayoria de investigaciones didacticas sobre el algebra elemental

se centran en estudiar las principales dificultades de los alumnos al

inicio del aprendizaje y las posibles actuaciones del profesor (o de
la ensefianza) para paliarlas. Asi, por ejemplo, los trabajos de Booth (1984),
Kieran (1981), Vergnaud (1985) estudian las creencias iniciales de los
alumnos en torno al signo de igualdad y las dificultades que éstas
comportan para el aprendizaje de las ecuaciones. Los trabajos de Bednarz
(2001), Filloy y Rojano (1989), entre otros, analizan las dificultades con las
que se encuentran los alumnos al operar con incAgnitas debido a la falta de
comprension sobre la invariancia del conjunto de soluciones de una
ecuacion si se aplican transformaciones equivalentes a ambos lados de ésta.
Y en el &mbito de la teoria de modelos locales (Filloy, Rojano y Puig, 2008)
se analizan, de manera especifica, distintos componentes de los fendmenos
de la matemética educativa: los de competencia formal, de procesos
cognitivos y de comunicacion.

Es mucho mas dificil encontrar, en la investigacion educativa, trabajos
que examinen qué es lo que se ensefia bajo el apelativo de algebra
elemental y, en consecuencia, qué se entiende por “algebra elemental” en la
clase de matemadticas, en la escuela y, méas ampliamente, en la sociedad.
Esta pregunta inicial — qué actividades y conocimientos constituyen el
algebra elemental en cuanto saber ensefiado — y su version complementaria
— qué actividades y conocimientos relativos al algebra no se ensefian en la
escuela — constituyen sin embargo un cuestionamiento esencial para indagar
las condiciones de posibilidad de un cambio educativo que no se reduzca a
una mera innovacion local (Chevallard y Bosch, 2012). Este
cuestionamiento constituye lo que denominamos la ecologia didactica del
sistema de ensefianza relativo al algebra elemental (Artigue et al, 2001). Se
sitla en el corazon del desarrollo de la teoria antropologica de lo didactico
(en adelante TAD), desde los primeros trabajos sobre la transposicién
didactica (Chevallard, 1985/1992) y aquellos mas especificos sobre la
transposicion didactica del algebra elemental (Chevallard, 1984, 1989,
1990). Estos trabajos dieron lugar a la construccion de un ambito de
investigacion didactica en el que se inscriben numerosas investigaciones,
como Gascon (1993, 1994-95, 1999); Bolea, Bosch & Gascén (2001a,
2001b); y las recogidas en el volumen especial de la revista Recherche en
Didactique des Mathématiques (Coulange et al 2012); Assude et al (2012);
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Chevallard y Bosch (2012); Grugeon et al (2012); Ruiz-Munzon et al
(2012).

En este trabajo trataremos tres problemas fuertemente interrelacionados
que forman parte de las diferentes dimensiones del problema didactico del
algebra elemental (Gascon, 2011). En primer término indagaremos qué se
entiende por algebra en el sistema educativo, para ello en la seccion 2
propondremos una panoramica simplificada de la evolucion que ha sufrido
el algebra elemental como saber a ensefiar en el sistema de educacion
espafol desde finales del siglo XIX hasta la actualidad, lo que nos permitira
empezar a delimitar las “restricciones transpositivas” via el estudio de los
programas y curriculos oficiales que explican parcialmente el estado actual
del algebra elemental como saber a ensefiar. En la seccion 3 propondremos
un modelo epistemoldgico de referencia (MER) para el algebra elemental
como alternativa al modelo implicito vigente actualmente en la ensefianza
secundaria. Utilizando el MER como sistema de referencia, analizaremos
algunos fendmenos didacticos asociados al citado modelo epistemoldgico
implicito en la ensefianza secundaria. Por fin, en la seccion 4, analizaremos
algunas de las principales condiciones que permiten y las restricciones que
inciden sobre la génesis, desarrollo y difusion del algebra elemental y que
deberan tenerse presentes si pretendemos cambiar, en una direccion
determinada, la actual situacion de dicho &mbito de la actividad
matematica. Para ello utilizaremos la escala de niveles de codeterminacion
didactica (Chevallard, 2002) que permite situar las diferentes condiciones y
restricciones en el nivel en el que surgen, clarificando asi el grado de
responsabilidad de las diversas instituciones involucradas.

Evolucion de la Ensefianza del Algebra Elemental en Espafia

Siguiendo el guién de analisis que se presenta en Chevallard (1984),
estudiaremos de manera muy esquematica la evolucién curricular del
algebra elemental en Espafia para identificar el origen, el estatus y la razén
de ser de esta area de las matemaéticas escolares que, como veremos, ha
sufrido fuertes fluctuaciones a lo largo del tiempo y mantiene una posicion
incierta en el curriculum actual.
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El Algebra Elemental en la Ensefianza Tradicional de las Matematicas

Antes de la reforma de las matematicas modernas, en los afios 60, el
algebra representaba, en el curriculum escolar, la entrada a las
“matematicas avanzadas”. Las matematicas de la enseflanza primaria —0
“primera ensefianza” como se designé a partir de la Ley Moyano de 1857—
se limitaban al corpus tradicional de la aritmética practica, con sus cuatro
reglas y el sistema legal de medidas, las fracciones o quebrados y el
universo de las razones y proporciones junto con la regla de tres. Se le
afadian en la primaria superior, principios de geometria, dibujo lineal y
agrimensura. La ensefianza del &lgebra no llegaba hasta el segundo curso de
secundaria (13-14 afios), donde la matematica se dividia en los tres bloques
tradicionales de aritmética, algebra y geometria. Esta es la organizacion
clésica de las matematicas elementales, que encontramos en la mayoria de
sistemas educativos occidentales anteriores a la reforma de las Matematicas
Modernas, estructura que en Espafia pervivié durante mas de 100 afios,
hasta la aparicion de la Ley General de Educacién de 1970.

En esta organizacion clasica de las matemaéticas ensefiadas, el algebra
mantiene habitualmente una estructura estandar que incluye una
introduccion al célculo algebraico y a los ndimeros negativos (también
llamados “algebraicos”), el tratamiento de las ecuaciones de primer grado y
los problemas asociados, el calculo de potencias y raices de expresiones
algebraicas, el tratamiento de las ecuaciones de segundo grado y los
problemas asociados, entre otros.

La Reforma de las Matematicas Modernas

Con la llegada de la reforma de las mateméticas modernas a partir de los
afos 60, la organizacion tradicional de las matematicas sufre un fuerte
descalabro. De la “ciencia de la cantidad” organizada en tres bloques, se
pasa a una nueva concepcion del edificio matematico como conjunto de
estructuras y se reconstruye la matematica ensefiada a partir de principios
l6gicos como indica Gonzalez (2006). De este modo, en los nuevos
programas del bachillerato (o ensefianza secundaria) publicados en 1967 ya
no se encuentra ningun rastro de los tres bloques de contenido tradicionales
y solo se indica una serie lineal de lecciones o temas sin ninguna
agrupacion aparente.
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En esta nueva organizacion de los contenidos no se mencionan las
expresiones algebraicas que, a diferencia de los polinomios, no se saben
inscribir en ninguna estructura conjuntista concreta. La nocién de
aplicacion entre conjuntos y de funcidon numérica ocupa una posicion
central, a la que queda supeditado el calculo ecuacional. Permanecen sin
embargo algunos vestigios de la antigua organizacion matematica como la
nocién de proporcionalidad (de magnitudes y de segmentos) que coexistira
durante afios con la de aplicacion lineal.

La Estructura Curricular de la Matematica ‘Postmoderna’ en Espaiia

Unos afios mas tarde, en la propuesta curricular que fija las ensefianzas
minimas para el ciclo superior de la Educacién General Basica (alumnos
entre 12 y 14 afios), la matemética ensefiada adquiere una nueva
estructuracion en ocho bloques de contenidos: Conjuntos numéricos,
Divisibilidad en N, Geometria plana, Funciones, Proporcionalidad de
magnitudes, Geometria del espacio, Estadistica descriptiva e Informatica
(Real Decreto 3087/1982). En esa nueva division, los temas que
tradicionalmente correspondian al algebra quedan esparcidos por los
distintos blogues. Los nimeros enteros pasan a formar parte del bloque de
conjuntos numéricos Yy el trabajo con expresiones algebraicas y ecuaciones
se incluye en el apartado de las funciones. Los programas que se
desarrollan con base en la Ley Organica General del Sistema Educativo
(LOGSE) de 1990, consolidan la ruptura con la estructura tripartita clasica
de la aritmética-algebra-geometria y es el universo de las funciones el que
adquiere, en cierto sentido, el papel de entrada a la “matematica superior”
que anteriormente correspondia al algebra.

El Algebra Elemental en los Curriculos Actuales

En Espafia, la reforma curricular de la Ley Organica de Educacion (2/2006)
propone una nueva distribucion de los contenidos que vuelve a introducir el
algebra como uno de los bloques curriculares junto con “Numeros”,
“Geometria”, “Funciones y graficas”, “Estadistica y probabilidad” y
“Resolucion de problemas”. Esta estructura no resulta ser demasiado
estable. Por ejemplo, el curriculo de Catalunya adoptara un recorte en cinco
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bloques: “Numeracion y calculo”, “Relaciéon y cambio”, “Espacio y
forma”, “Medida”, “Estadistica y azar.”

Caracteristicas del Algebra como Saber Ensefiado

Al examinar los libros de texto més utilizados en la ensefianza secundaria
espafiola actual, vemos que los contenidos relacionados con el algebra se
centran principalmente en el desarrollo de célculo ecuacional, con una
“introduccion al lenguaje algebraico” y una culminacion en la resolucion de
problemas verbales. Aunque el desarrollo del célculo algebraico esta ligado
historicamente a la teoria de ecuaciones, la ensefianza actual presenta una
desproporcion sorprendente entre los ejercicios de calculo algebraico
propuestos a los alumnos y los calculos algebraicos efectivamente exigidos
en la resolucion de ecuaciones: éstos son en general mucho mas simples
que aqueéllos. El tema de las ecuaciones no basta pues para justificar la
importancia dada al calculo algebraico en la ESO.

Un primer beneficio de las inversiones realizadas en el calculo
algebraico de Secundaria, se recoge con el célculo de limites y de derivadas
que aparecen por primera vez en el Bachillerato. Pero, a falta de otro
ambito de intervencion adaptado, el calculo algebraico se hace siempre en
el vacio, sin relacion con un objetivo matematico que convertiria el calculo
en un medio (y no un fin en si mismo) y que daria pertinencia a las
manipulaciones efectuadas sobre las expresiones algebraicas. En resumen,
el primer aprendizaje del calculo algebraico se hace en un marco formal y
no funcional, en el que el alumno aprende a “desarrollar”, “factorizar”,
“simplificar” expresiones como objetivo en si mismo, no como medio para
resolver o facilitar alguna tarea.

En sintesis, podemos concluir que la ensefianza actual mantiene las dos
limitaciones que indica Chevallard (1984) sobre el aprendizaje “formal” de
las técnicas algebraicas:

1. Se aprende implicitamente en referencia a la aritmética y al
célculo con nimeros, cuando en realidad el céalculo algebraico
se rige por unas reglas sintacticas muy diferentes a las del
célculo aritmético. En particular, el calculo aritmético tiende a
simplificar cualquier operacion realizada antes de pasar al
célculo siguiente. En cambio el &lgebra se basa en la no
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reduccion — e incluso en la “complejizacion” — ostensiva de los
célculos y manipulaciones realizadas (Bosch, 1994).

2. El aprendizaje formal es incapaz de recrear toda la variedad de
manipulaciones que el alumno puede necesitar en el momento
en que deba hacer un uso funcional de la herramienta
algebraica. Surge asi todo un vocabulario ligado a la necesidad
de disponer de consignas que se refieren a las distintas
manipulaciones formales (“calcular”, “simplificar”,
“desarrollar”, “factorizar” y todas sus variantes) que, no soélo no
permiten  generar  las  manipulaciones  algebraicas
fundamentales, sino que, ademas, impiden que el alumno se
enfrente al problema de tener que elegir cuél es, en cada caso,
la transformacion formal mas adecuada para alcanzar al fin
propuesto.

Un Modelo Epistemoldgico de Referencia del Algebra Elemental

En este apartado elaboraremos un modelo epistemoldgico de referencia (en
adelante, MER) utilizando los datos empiricos que emanan tanto del
desarrollo histérico del algebra en la matematica sabia como de su
evolucién como saber por ensefiar. La construccién de un MER del algebra
elemental tiene, al menos, dos objetivos: en primer lugar sera util para
reinterpretar lo que se considera “algebra” en la matematica escolar actual
(en el &mbito de la ensefianza secundaria) y para indagar el papel que
desempefia el algebra elemental en relacién con las demas areas; y, en
segundo lugar, el MER serd imprescindible para estudiar la ecologia
institucional de este ambito de la matemaética escolar.

Evolucién del Saber Sabio

Siguiendo a Chevallard (1984), partimos de considerar como “nucleo
primario” del algebra la teoria de ecuaciones tal como la crea al-Khwarizmi
(c. 780 — c. 850) en la primera parte del siglo 1X. Desde el punto de vista
que adoptamos aqui, la evolucion historica del algebra sabia se puede
esguematizar en tres grandes etapas, dejando de lado los problemas del
simbolismo algebraico que se zanjan esencialmente entre finales del XVI y
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principios del XVII, aunque no se resolveran completamente hasta el siglo
XIX con la construccion formal de los sistemas numéricos.

La primera etapa corresponde a la identificacién del algebra, como
sector de las mateméticas sabias, con la resolucion de “problemas
aritméticos” (expresados tradicionalmente de forma retérica). Esta
identificacion no se extiende mas alld del Renacimiento porque estos
problemas, exceptuando los del corpus diofantico que seguiran alimentando
la reflexion matematica, se resuelven tedricamente quedando reducidos a
simples aplicaciones comerciales. Es lo que da lugar a la aritmética practica
0 comercial, del que la Arithmetica Universalis de Newton (1707) es un
ejemplar ilustre y que, como hemos visto, constituye el corazén del corpus
tradicional de la aritmética ensefiada clasica y pervivira en nuestros
sistemas de ensefianza hasta la reforma de las matematicas modernas.

La segunda etapa corresponde al desarrollo de la teoria de ecuaciones
que ocupard a los algebristas europeos desde el Renacimiento hasta
Descartes y su geometria (1673/1925). Con la logistica especiosa de Viéte
(1540-1603) el algebra aparecera ya como un método completo para operar
sobre las especies o las formas de las cosas, y la aritmética, la logistica
numerosa, como una técnica que se ocupa de los nimeros. El &lgebra se
transforma asi en el estudio de los tipos generales de formas y de
ecuaciones, tomando como objeto de estudio el propio célculo algebraico y
constituyéndose como una nueva area de las matematicas. Los algebristas
italianos del siglo XVI (Scipione del Ferro, Tartaglia, Cardano, Bombelli,
etc.) resolvieron las ecuaciones generales de grados 3y 4; sus sucesores
chocaran durante tiempo con las ecuaciones de grado superior hasta que,
entre finales del XVIII (Vandermonde, Lagrange) y principios del XIX
(Abel, Galois), se llega a una respuesta negativa (imposibilidad de resolver
algebraicamente, “por radicales”, las ecuaciones de grado superior o igual a
5). De este trabajo surgiran, como es bien sabido, los primeros conceptos
del algebra moderna (cuerpos, anillos, etc.) que inician un nuevo periodo de
desarrollo de la matematica sabia.

En la tercera etapa que distinguimos aqui, la herramienta que constituye
el célculo algebraico bajo su forma simbdlica moderna penetra todo los
ambitos de la matematica y encuentra nuevos campos de aplicacion,
primero en la geometria (a partir de Descartes) y la teoria de nimeros (con
Fermat) y después en el andlisis matematico (que inicialmente se designaba
como “analisis algebraico”) con la creacion, a finales del siglo XVII, del




Post-print — Available in http://www.recercat.cat

@

5IRI-0{104. En: w95Lal ¢ o

This is a post-print (draft post-refereeing). Published in final edited form
as . 280KI alill-yy1- Si 1. ¢KS SIRIOHO0I th20fSY 27 9fSY Syfilig 13Solly
1 al-0i2n902(23101€ 1y1-8aid . 14SR 2y (KS 1yiKI2U2(23101-€ ¢KS218 27
lidzyS HAMpU +2{¢ 1T Y20 HE LIt MncTMom. Disponible

a: KiiLKKREIRZ102UFKMAMTPYOKISRIY I-itHAmpimoy

114 Ruiz Munzén et al — EI Problema Didéctico del Algebra Elemental

célculo infinitesimal. En este periodo moderno que llega hasta hoy dia,
podemos decir, siguiendo a Bolea (2003), que todos los &mbitos de la
matematica sabia actual estan completamente algebrizados en el sentido de
que es dificil encontrar actividades que se desarrollen sin recurrir al
simbolismo algebraico. Y es también esta matematica completamente
algebrizada la que los alumnos acabaran por frecuentar, de forma abrupta,
al final de la educacién secundaria.

Construccion de un Modelo Epistemolégico de Referencia: El Algebra
Elemental como Instrumento de Modelizacion

En clara afinidad con la evolucién histérica y, siguiendo a Bolea, Bosch y
Gascon (1998), podemos interpretar en primera instancia el algebra
elemental como una herramienta que permite llevar a cabo una actividad de
modelizacion que acaba por afectar a todos los sectores de la matematica
mediante un proceso que denominamos proceso de algebrizacion.

Esta vision del algebra como proceso de algebrizacion permite dar una
respuesta concreta al problema del estatus y la razon de ser del &lgebra
elemental en la ensefianza secundaria actual. Por un lado, el &lgebra aparece
como una herramienta privilegiada para abordar cuestiones tedricas que
surgen en distintas areas de la matematica elemental (especialmente la
aritmética y la geometria) y que no encuentran respuesta dentro de estas
mismas areas. Un ejemplo tipo y bien conocido es el de trabajar con
patrones o secuencias de las que se conoce el principio de construccion pero
no la formula o ley general que las define. Esta caracterizacién pone de
manifiesto otro rasgo diferenciador del algebra elemental en relacion con la
aritmética: el algebra elemental como “aritmética universal” permite
estudiar relaciones universales independientemente de la naturaleza de los
objetos relacionados. Como consecuencia se obtienen resoluciones
“generalizadas”, de todo un tipo de problemas, y no unicamente la
respuesta asociada a un problema aislado como ocurre en aritmética. Por
tanto, otro aspecto esencial de la razon de ser del &lgebra elemental es la de
responder a la necesidad de agrupar las tareas en tipos de problemas e
introducir la idea de generalizacion del proceso de resolucion. Esta
interpretacion del algebra elemental permite integrar la mayor parte de
puntos de vista con los que se presenta el algebra en el curriculo de
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secundaria (Puig, 2012) vy, en particular, el que propone una entrada al
algebra a través de la generalizacion (Sesa, 2005).

En Ruiz-Munzén (2010) se propone una concrecion de este proceso de
algebrizacion articulado en tres etapas. El punto de partida del proceso
requiere disponer de un sistema inicial para modelizar. Este sistema agrupa
lo que Chevallard designo, a principios de los afios 2000, como los
programas de calculo (PC) es decir cualquier secuencia de operaciones
aritméticas que se puede efectuar “paso a paso”. Podemos considerar que la
mayoria de problemas de la aritmética (y algunos de la geometria
elemental) remiten a la descripcion verbal (o gréafica) y efectuacion de estos
programas de caélculo. El estudio de estos sistemas de PC hace surgir
cuestiones de naturaleza teorica relacionadas con la necesidad de explicar
las razones por las cuales se obtiene un resultado dado, de justificar o
interpretar resultados equivalentes, etc. Es esta necesaria y progresiva
ampliacién de la problematica en torno a los PC la que tomaremos como
base para describir las tres etapas sucesivas del proceso de algebrizacion
que constituyen una formulacion esquematica del MER del algebra
elemental que proponemos.

La primera etapa’ del proceso de algebrizacion aparece cuando es
necesario considerar el programa de calculo no s6lo como un proceso sino
como un todo, traduciendo la formulacion retérica del PC a una
formulacidn escrita. Esto no implica, necesariamente, el uso de letras para
denotar los numeros o las cantidades involucradas en el programa
(denominadas como variables o argumentos del PC), pero si requiere poner
en juego la jerarquia de las operaciones y las normas de uso de paréntesis.
En el trabajo en esta etapa aparecen nuevas técnicas para la creacion y la
simplificacion de escrituras y un nuevo entorno tecnolégico-tedrico que
incluye la nocion de expresion algebraica y de PC equivalentes. Siguiendo
la terminologia clésica del calculo ecuacional, diriamos que en esta etapa se
incluye la técnica que al-Khwarizmi designé por al-mugabala, pero no la
operacion fundamental de “restauracion”. “cancelacion” o al-jabr, palabra
arabe que da nombre al algebra y que consiste en transformar
simultaneamente los dos PC (los dos miembros de la ecuacion) para obtener
una nueva ecuacion (o igualdad entre PC) equivalente a la anterior.

El paso a la segunda etapa del proceso de algebrizacion se produce
cuando las técnicas de simplificacion de un PC y el trabajo con PC
equivalentes no es suficiente para resolver el problema propuesto porque
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los “datos” del problemas y la propia “incognita” vienen dados en forma de
relaciones entre variables del PC. En consecuencia, la estructura de los
tipos de problemas caracteristicos de esta segunda etapa viene dada
mediante la igualdad entre dos PC con los dos mismos argumentos no
numéricos (X, Xp), por ejemplo igualando: PCy(2, X3, X2) = 2X; + X Y
PC,(5, 7, X1, X2) = X1 — 5%,. En esta etapa aparece una mayor complejidad
en las técnicas algebraicas de la primera etapa y, ademas, se requieren
nuevas técnicas que permitan la manipulacion de expresiones algebraicas,
en particular, el calculo ecuacional y la consideracion de las ecuaciones (en
principio con dos variables) como un nuevo objeto matematico. En el caso
particular de que la incégnita sea el valor numérico que toma uno de los
argumentos no numéricos (dados el valor concreto que toma el otro
argumento no numérico y la relacién entre los dos PC), entonces el
problema se reduce a la resolucion de una ecuacion con una incognita. Es
precisamente en este &mbito muy particular de la segunda etapa donde se
sitta principalmente el algebra de la escuela secundaria espafiola, esto es,
en la resolucién de ecuaciones de primer y segundo grado con una incégnita
y de situaciones que pueden ser modelizadas por éstas.

La tercera etapa de algebrizacion llega cuando no se limita el nimero
de variables con las que trabajamos y se elimina la distincion entre
parametros e incégnitas. Los PC que intervienen en esta tercera etapa
como, por ejemplo, PC(2, 3, =, r, R, h, H) = n(R*H — r*h)/3, pueden ser
interpretados como “féormulas” o modelos algebraicos de un sistema
matematico o extramatematico. El trabajo con dichos modelos persigue
aumentar los conocimientos sobre el sistema modelizado mediante el
estudio de cuestiones problematicas que no pueden disponerse en el ambito
del sistema.

Aunque debemos precisar que las técnicas algebraicas accesibles
actualmente en secundaria para abordar las cuestiones de estas dos ultimas
etapas son muy pobres y poco eficaces una vez nos alejamos del mundo
lineal y cuadrético, hay que recordar que antiguamente dicha técnicas se
integraban en lo que se denomind “algebra superior” y jugaron un papel
importante en la transicion del algebra elemental al célculo diferencial.

Utilizando este MER como sistema de referencia podemos afirmar que
el algebra escolar tal como se presenta en la ESO espafiola se ubica
completamente en la parte mas elemental de la segunda etapa del proceso
de algebrizacién y que nunca se alcanza la tercera etapa del mismo, puesto
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que el algebra escolar no es utilizada habitualmente como una herramienta
de modelizacién para el estudio de problemas de todo tipo. En efecto, en la
matematica escolar de la ensefianza secundaria, el objetivo final, la razén de
ser, del estudio del &lgebra escolar consiste en traducir el enunciado de un
problema al lenguaje algebraico y resolverlo mediante el planteamiento de
una ecuacion con una incognita. Como fue constatado por Bolea (2003) la
ausencia de una manipulacion sistematica de la estructura global de los
problemas de Secundaria se ve reflejada en el hecho de que las “letras” que
forman parte de una expresion algebraica juegan Unicamente el papel de
incognitas (en las ecuaciones) o unicamente el papel de variables (en el
lenguaje funcional), pero los parametros estan practicamente ausentes.

De acuerdo con el MER que hemos propuesto como sistema de
referencia, consideramos que, si se pretende que en la ensefianza secundaria
(e incluso en la primaria) sea posible llevar a cabo una actividad sistematica
y progresiva de modelizacion algebraica, entonces seria Util organizar un
proceso de estudio que cubriese sucesivamente las tres etapas del proceso
de algebrizacion descritas en el MER.

El Problema de la Ecologia del Algebra Elemental

Después de proponer un MER que permite reinterpretar como es el algebra
que se propone para ser ensefiada en la Secundaria espafiola actual,
conviene intentar explicar, al menos parcialmente, por qué el algebra
elemental esta en la situacion descrita y cudles son las restricciones que
inciden sobre ella. Dicho en otros términos, después de dar una respuesta
provisional a la dimension epistemoldgica del problema del algebra
elemental mediante la construccién de un MER (83) y una vez hemos
respondido a algunas de las cuestiones que forman parte de la dimension
econdmica, esto es, cuestiones relativas a cuales son las actividades y
conocimientos que constituyen el algebra elemental en cuanto saber
ensefiado, (§ 2), hemos de formular adecuadamente y empezar a abordar la
dimension ecologica de dicho problema (Gascon, 2011).

Para analizar las condiciones ecoldgicas que permiten que determinados
objetos y actividades puedan existir en la escuela, Chevallard (2007)
introdujo la nocion de escala de niveles de codeterminacién didactica que
amplia y al mismo tiempo estructura el &mbito empirico que el investigador
en didactica debe tomar en consideracion. La manera de organizar los
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contenidos matematicos, que llamaremos méas adelante organizaciones (o
praxeologias) matematicas, y los dispositivos y gestos que se necesitan para
su ensefianza (las organizaciones didacticas) requiere que éstos cumplan
una serie de condiciones que pueden ser especificas de la disciplina en
cuestion (en nuestro caso las matematicas) o bien genéricas, es decir,
provenientes de la manera de organizar las actividades de ensefianza y

Civilizacion
g
Sociedad
g
Escuela
)
Pedagogia
¢
Obra Disciplina
()
Area
()
Sector
()
Tema
g
Cuestion

Figure 1. Niveles de codeterminacion didactica
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aprendizaje en la escuela, los roles que se asigna a la escuela en la
sociedad, etc. Estas condiciones se estructuran de forma jerarquica segun
muestra el esquema de la Figura 2. Las condiciones que se imponen en los
distintos niveles de codeterminacion didactica, a la vez que hacen posible el
desarrollo de determinadas actividades, también restringen el universo de
acciones posibles.

Los trabajos sobre la ensefianza del algebra elemental realizados en la
TAD han permitido identificar importantes restricciones provenientes de
todos los niveles de la jerarquia de codeterminacion, incluyendo los niveles
superiores, de la civilizacion y la sociedad (84.1) y los niveles mas
especificos de la disciplina (84.2).

Restricciones Provenientes de los Niveles de la Civilizacién y Sociedad

La teoria de la transposicion didactica parte de la constatacion de que la
sociedad tiende a exigir del sistema de ensefianza que el saber que es
propuesto para ser ensefiado al ciudadano sea compatible tanto con el saber
sabio que lo legitima como con la epistemologia cultural corriente. En
nuestro caso, la cultura occidental se sustenta sobre la postura metafisica
del logocentrismo, segun el término acufiado por el filésofo francés Jacques
Derrida (1967), que asume, mas o0 menos explicitamente, que el
pensamiento reside en la cabeza, que éste se expresa en voz alta por medio
de la palabra y se conserva posteriormente mediante la escritura. Por lo
tanto, la escritura es vista como una “degradacion” del pensamiento o, a lo
sumo, como un producto secundario del mismo: primero se piensa y se
“concibe”; después se plasma el pensamiento en el papel (o la pantalla).
Desde este punto de vista, no se valora suficientemente el papel que pueden
desempefiar los formalismos cientificos (productos primariamente escritos
y que se “oralizan” posteriormente) como instrumentos de pensamiento
cientifico. No se entiende la necesidad de recurrir a grafismos que no son
abreviaciones de conceptos verbales, sino signos escritos productores de
significados por si mismos. El algebra constituye, en cierto sentido, el
primer producto de esta escritura matematica primaria. El cdlculo
algebraico y, en general, el trabajo con expresiones algebraicas, no es una
obra facilmente “culturizable” (en el sentido de asumible por la cultura
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corriente) ya que constituye un formalismo que ha nacido como lenguaje
escrito y no tiene siempre un referente claro en el discurso verbal.

D,

~ el FISICA

SIN MATEMATICAS

La statistique
sans formule
mathématique B

iqu

Figure 2. Obras de divulgacion

No desarrollaremos méas aqui esta fuente de incomprension cultural
hacia la importancia de la “instrumentalidad” del formalismo cientifico
como herramienta de pensamiento, que encontramos bajo distintas
expresiones, en diversos ambitos sociales. Las obras de divulgacion con
titulos como “Fisica sin matematicas” o incluso “La estadistica sin
formulas” (Figura 3) ya hablan por si solas. Lo que queremos subrayar aqui
es la importante incidencia de esta postura metafisica sobre los niveles
inferiores de codeterminacion didactica, puesto que el alumno no podréa ver
reconocidos sus calculos como “razonamientos” y el profesor debera buscar
nuevos “significados” a esta herramienta que aparece siempre como una
pura “sintaxis” sin una “semantica” propia. Esta peyoracion cultural del
algebra queda claramente reflejada en esta cita del eminente gedmetra
britdnico contemporaneo Michael Atiyah (2002, pp. 42-43, la cursiva es
nuestra):

El Algebra es la oferta que el diablo hace a los mateméaticos. El
diablo dice: Te daré esta poderosa maquina que respondera a
cualquier pregunta que desees. Todo lo que necesitas hacer es
darme tu alma, olvidate de la Geometria y te daré esta maravillosa
maquina. Por supuesto nos gustaria tener ambas cosas [...]. No
obstante el dafioa nuestra alma esta ahi, porque cuando entras en



Post-print — Available in http://www.recercat.cat

@

This is a post-print (a_’raft pos_t—refe(ee_ing). Pub_/ished inﬁfinla/ editedﬁorm
as . 280KI alill-yy1- Si 1. ¢KS SIRIOHO0I th20fSY 27 9fSY Syfilig 13Solly
1 al-0i2n902(23101€ 1y1-8aid . 14SR 2y (KS 1yiKI2U2(23101-€ ¢KS218 27

SIRI-00108. En: w95La 1 ¢ diidzyS HAmpUE £20 nI y20 HI L macTMom. Disponible

a: KiiLKKREIRZ102UFKMAMTPYOKISRIY I-itHAmpimoy

REDIMAT, 4(2) 121

calculos algebraicos esencialmente dejas de pensar
geométricamente, dejas de pensar en el significado.

Es interesante apuntar que muchas de las investigaciones didacticas
sobre las dificultades en el aprendizaje del algebra elemental no escapan a
este logocentrismo occidental. De ahi que, durante muchos afios, una
problematica frecuente de estas investigaciones se haya centrado en
estudiar los “significados” que los alumnos atribuyen al simbolismo
algebraico. Asi, por ejemplo, encontramos un gran ndmero de trabajos
dedicados al estudio de las dificultades de los alumnos para “entender” — s
decir, verbalizar — nociones como las de ecuacion, igualdad, identidad,
parametro, etc. o, mas ampliamente, investigaciones que tratan del estudio
de las concepciones espontaneas de los alumnos respecto a conceptos
fundamentales del algebra, como por ejemplo: los signos “+7, “—“y “="
(Behr, Erlwanger y Nichols, 1980; Kieran, 1981) o las letras utilizadas para
designar las incognitas, variables o pardmetros (Trigueros et al., 1996;
Blanco y Garrote, 2007; Malisani y Spagnolo, 2009). Por su parte, Sfard y
Linchevski (1994), postulan que el origen de muchas de las dificultades de
los alumnos radica en que tienden a adjudicar un significado rigido a una
expresion algebraica, mientras que el profesor puede interpretarla desde
puntos de vista muy diferentes en funcién de la situacion o el problema de
que se trate.

Esta concentracion de las investigaciones relativas al algebra elemental
en la funcion semidtica del lenguaje algebraico y la consiguiente ignorancia
casi absoluta de la funcion instrumental del mismo (Bosch, 1994)
constituye un sintoma de la vigencia del logocentrismo e impide que,
también en el ambito de la investigacion didactica, se interprete el algebra
elemental como un instrumento de modelizacion tal como propone el MER
gue hemos propuesto como sistema de referencia.

Restricciones Provenientes del Nivel de la Disciplina

La vinculacion del algebra con lo numérico estd condicionada por
considerar que el estudio de la aritmética debe situarse en el curriculo
escolar antes que el estudio del algebra. Uno de los argumentos sobre los
que se sustenta esta decision es la consideracion de la aritmética como “mas
concreta”y, por lo tanto, mas facil que el algebra, siendo ésta segunda mas
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“abstracta” y dificil. Los defensores de esta cronologia temporal
argumentan que el estudio del &lgebra requiere un pensamiento formal y
que este tipo de pensamiento se desarrolla en etapas avanzadas de
evolucion del alumno (Lins y Kaput, 2004).

Chevallard (1989) muestra que, en coherencia con la evolucién del saber
sabio, la funcion principal del algebra no es la de generalizar la aritmética
sino la de modelizar sistemas intra-matematicos o extra-matematicos.
Afirma que la ensefianza del &lgebra debe promover una dialéctica entre el
manejo formal del calculo algebraico y el contenido de los sistemas
numericos. Este objetivo se deriva en una doble consideracion: no podemos
tener un dominio funcional del calculo algebraico, sin ponerlo en
funcionamiento como una herramienta Util; y no podemos poner en
funcionamiento esta herramienta sin instaurar una verdadera dialéctica
entre lo numérico y lo algebraico.

Puntualicemos que esta funcion modelizadora no niega la relacion
fundamental que existe entre el algebra y la aritmética, pero si la jerarquia
unidireccional preestablecida entre estos dos &mbitos matematic os. Desde
esta nueva interpretacion, la aritmética, o al menos parte de ella, constituye
un sistema intra-matematico, entre otros, que el instrumento algebraico
puede modelizar.

Diversas investigaciones en el seno de la TAD (Gascon, 1993, 1994-95;
Bolea, Bosch, y Gascon, 1998) han cuestionado explicitamente el modelo
epistemoldgico-didactico del algebra dominante en las instituciones
escolares. En su tesis, Bolea (2003), a partir de la revision de documentos
oficiales de la LOGSE vy diversos libros de texto, caracteriza la
interpretacion habitual del algebra escolar como wuna aritmética
generalizada. Esta consiste en la identificacion del algebra elemental con el
“simbolismo algebraico” (o lenguaje algebraico), en contraposicioén a, pero
también como desarrollo de, un supuesto “lenguaje aritmético”. En el
mismo trabajo se destacan algunas de las caracteristicas principales de esta
interpretacion del algebra que recordamos concisamente a continuacion:

a) El algebra escolar se construye en un contexto exclusivamente
numérico, a modo de generalizacion de los célculos con
nameros y de la traduccién de expresiones numérico-verbales.
Se la considera como un mero epifenémeno de la aritmética.
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b) Se considera, de manera simplista, que las expresiones
algebraicas surgen ante la necesidad de representar y manipular
ntmeros desconocidos, se supone que ésta es su razon de ser.

c) Las tareas especificamente “algebraicas” se reducen a la
manipulacion formal de expresiones algebraicas con letras y
numeros (lo que se suele denominar “célculo algebraico”) y a
la resolucién de ecuaciones.

d) En la escritura y manipulacion de expresiones algebraicas, la
aritmética generalizada hace una distincion absoluta entre los
datos conocidos (valores numéricos) por un lado y las
incognitas por otro.

e) Una ecuacion se interpreta como una igualdad numérica que se
cumple para algunos valores concretos de las incognitas.

Encontramos un gran nimero de investigaciones en didactica que
asumen como propia (o por lo menos no cuestionan) esta vision del &lgebra
como aritmética generalizada y toman como objeto de estudio los
obstéaculos que surgen en el paso de la aritmética al algebra. Es el caso, por
ejemplo, de algunas perspectivas psicolingtisticas cuando estudian el paso
del “lenguaje aritmético” al “lenguaje algebraico” asi como la influencia del
“lenguaje natural” en dicho transito, siempre enmarcado en una actividad
conceptual (Clement, 1982), o bien cuando abordan el problema de la
traduccion al lenguaje algebraico de proposiciones numéricas enunciadas en
lenguaje natural (Bell y Malone, 1993; Burton, 1988). También trabajos
como los de Warren (2001, 2004), entre otros, postulan que muchas
dificultades al pasar de la aritmética al algebra son debidas a la falta de una
base aritmética adecuada y a la desconexion entre los conocimientos
aritméticos y algebraicos de los alumnos.

Para salvar las dificultades surgidas en el paso entre estas dos areas de la
matematica ensefiada algunos investigadores proponen llevar a cabo una
algebrizacién de la aritmética, es decir, introducir progresivamente (y de
manera formal) en el célculo con numeros la sintaxis propia del calculo
algebraico (Kaput, 2000). Estudios recientes en esta misma linea postulan
que la adquisicion en edad temprana del pensamiento algebraico evitaria
muchas de las dificultades que muestran los alumnos en Secundaria. Dicha
creencia ha dado fuerza a la propuesta de cambio curricular llamada Early
Algebra.
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Este enfoque propone la introduccién del pensamiento algebraico desde
los primeros cursos escolares, de forma integrada con la actividad
matematica relativa a las diferentes areas de la matematica en esta etapa. En
particular, autores como Carraher, Schliemann y Brizuela (2006), Kaput
(2000), Malara (2003), Subramaniam (2004) y Warren (2004) han centrado
su investigacion en el pensamiento algebraico que puede ser promovido en
el contexto numérico a partir de actividades que faciliten la transicion entre
la aritmética y el algebra. Estos autores proponen adoptar un enfoque
estructural para romper con el énfasis computacional que predomina en los
primeros cursos escolares y favorecer el desarrollo de modos de
pensamiento algebraico, ayudando asi a los alumnos a familiarizarse con las
estructuras que subyacen en las operaciones matematicas y sus propiedades.
Este enfoque consiste basicamente en proponer a los alumnos problemas en
los que se deben extraer patrones numéricos y relaciones funcionales
expresadas verbalmente. En una comparacion superficial del enfoque Early
Algebra con la interpretacion del algebra elemental que se desprende del
MER propuesto, podemos afirmar que en ambos casos se postula cierta
“algebrizacion de la aritmética”, aunque el modelo epistemologico que se
desprende del MER no comporta una relacion privilegiada del algebra
elemental con la aritmética.

Sintesis de Resultados

Utilizando como sistema de referencia el MER en torno al &lgebra
elemental descrito en la seccion 3, hemos caracterizado lo que, en la
practica, constituye la razon de ser del algebra elemental en la ensefianza
secundaria actual: el tipo de herramientas algebraicas que se proponen para
ser ensefiadas actualmente en la ESO no va mucho maés alla del trabajo
formal dentro de la segunda etapa del proceso de algebrizacion, limitandose
ademas a la resolucion de ecuaciones de primer y segundo grado, con una
variable y sin parametros. Ademas, la transicion hacia el calculo con
funciones no acaba de estar motivada por las limitaciones del célculo
ecuacional. No es extrafio pues que las manipulaciones algebraicas acaben
siendo un mundo cerrado (Chevallard, 1989) con la Unica posibilidad de
adquirir sentido por si mismas y en si mismas.

El examen de los procesos transpositivos que han afectado esta area
curricular, y que hemos llevado a cabo en la seccién 2, ha mostrado la poca
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consciencia de la funcién que podria desempefiar el algebra elemental en el
desarrollo de la actividad matematica que los alumnos deben llevar a cabo.
Surge aqui una dificil cuestion relativa a las posibles vias de evolucion:
¢Coémo puede la investigacion en didactica contribuir a modificar esta
situacion en una direccién determinada? El tipo de analisis que propone la
TAD y que hemos presentado parcialmente en este trabajo requiere en
primer lugar una emancipacién radical por parte de la investigacion
respecto de la vision sobre las matemaéticas escolares que predomina en el
sistema de enseflanza y, parcialmente, en la matematica sabia. La
construccion del MER a partir de datos provenientes de todas las etapas del
proceso de transposicion didactica es un instrumento importante para
posibilitar esta emancipacion en relacion a la ideologia de las instituciones
gue forman parte de su objeto de estudio.

Ahora bien, el objetivo final de la investigacion didéactica no es
Unicamente describir y explicar cémo son las cosas y por qué son asi, sino
mostrar también posibles vias de evolucion. Resulta para ello fundamental
el analisis ecoldgico que hemos descrito en la secciéon 4. Poco podremos
cambiar si desconocemos los obstaculos o barreras de todo tipo (tanto
material como ideoldgico o conceptual) que limitan las actividades que es
posible llevar a cabo en el aula.

Dada la rigidez del sistema escolar, es previsible la aparicion de
multiples dificultades ante cualquier intento de hacer evolucionar el algebra
escolar hacia formas mas funcionales (en contraposicion de las actividades
algebraicas mayoritariamente formales). Nuestro andlisis sugiere que para
que fuese posible integrar el algebra como instrumento de modelizacion en
la ESO se requeriria un cambio cultural que provocase cambios
significativos de los modelos epistemoldgicos y didacticos dominantes
actualmente en las instituciones escolares lo que, obviamente, plantea
enormes dificultades.

Notas

1 La delimitacion de las etapas del modelo propuesto es relativamente arbitraria ya que,
como cualquier modelo, responde a una intencion de abordar cierto fendmeno. El lector
encontrard una descripcion mas detallada en Ruiz-Munzo6n (2010).
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